Matematica T e

QUESTAO 1

Na figura a seguir, a circunferéncia de cen-
tro em O e raio r tangencia o lado BC do
tridangulo ABC no ponto D e tangencia a reta

AB no ponto E. Os pontos A, D e O sdo coli-

—
neares, AD = 2r e o angulo ACO é reto. De-
termine, em fungao de 7,

C

A B E

a) a medida do lado AB do tridngulo ABC;
b) a medida do segmento CO.

Resposta
Como a circunferéncia tangencia BCe @
ODLBCeOELAB.
a) Sendo m (DAB) = m (EAO) (comum) e
m (ADB) = m (AEO) = 90° pelo caso AA
os tridngulos ADB e AEO sao semelhantes.
Sendo AO=AD + DO =2r+r=3reAE =

= /AOZ—OEZ :«/(Br)Z—rz =2r/2, logo
g

AB _ AD 2r-3r _3r/2

AO  AE 2r/2 2

b) Sendo CD altura, pelas relac6es métricas

no tridngulo retdngulo ACO temos co? =

=DO-A0=r-3re CO=1/3.

& AB =

QUESTAO 2

Resolva as inequacdes:
a) x3—x2—6x>0;
b) log, (x3 X’ - 6x) < 2.

Resposta
a) x> - -6x>09 x(x*-x-6)>0

Analisando o quadro de sinais, temos:
—2 0 3

sinal de x - - + +

sinal de X2 —x—6 + - - +

sinal de x(x> —x—6) _ TW:MT _ T\M;WW
Assim, V= ]-2;, 0[ U ]3; +o.
b)/ng(XS—X2—6X)S2<:>/OgZX(XZ—X—G)S
S/og24®0<x(x2—x—6)£4¢>

x(C-x-6)>0
=3 A &
X(XZ—X—6)S 4

x(x2-x—-6)>0
= A =
X3-x?-6x-4<0

x(2-x-6)>0 ()
N
x+1)06C=2x—4)< 0 (ll)

Analisando o quadro de sinais da inequacao
(), temos:

1-V5 -1 1+V5
sinal de (x + 1) - - + +
sinal de (x> — 2x — 4) = =+
sinal de (x +1) (X —2x—4) ™1 | ™7 .

Sendo V, e V|, os conjuntos verdade das
inequacées | e I, respectivamente, temos

que o conjunto verdade (V) da inequacao é

-2 1-V5 0 3 1+V5

v JUUUVIN AVUUIN IVVS S SV

VII LV AV VNN [ (WVVINY VOIVIIY VIV 3

V=V,nV, <rvww~u crwwwr <rvww~0

V=J-21-v5] U[-1;0[V ]3; 1+ V5]
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QUESTAO 3

No cubo ABCDEFGH, representado na figu-
ra a seguir, cada aresta tem medida 1. Seja
M um ponto na semirreta de origem A que

passa por E. Denote por 6 o angulo BMH e
por x a medida do segmento AM.

oM

a) Exprima cos 6 em funcgao de x.

b) Para que valores de x o angulo 6 é obtuso?
¢) Mostre que, se x = 4, entdo 6 mede menos
do que 45°.

Resposta

Temos ME=x—1se Me AE - AE e ME =
=1-xseM € AE, ou seja, ME = |x=1].
a) Pelo Teorema de Pitagoras, nos triangulos

ABM e EMH, BM =+ ABZ + AM? =
V122 =/ +1 e
MH =+ ME? + EH? = /|x =117 +17 =

VX2 -2x+2. Além disso, a diagonal do
cubo BH mede v 3.

Logo, pela lei dos cossenos no tridngulo
BHM, BH? = BM? + MH? - 2- BM - MH -
ccosh e 3=xX+ 1+xX -2x+2-2-
. x/x2+7-x/x2—2x+2~cose &

X2—X

JC e —2x+2)

< cosO =

b) O angulo 6 é obtuso se, e somente se,
cosf<0e X -x<0 0<x< 1.
c) Para x=4:

2
c0s0 = 44 =
Va2 v1)4?-2.4+2)
S A :Q:COSZIEO
vi70 /288 2

No intervalo |0; n[, a funcdo cos é decres-
cente, de modo que 6 < 45°.

QUESTAO 4

Resolva os trés itens abaixo.

a) Calcule cos(3n/8) e sen(3n/8).

b) Dado o niimero complexo z= v 2 -2 +
+ivV2+v2 , encontre o menor inteiro n > 0
para o qual z" seja real.

¢) Encontre um polindmio de coeficientes
inteiros que possua z como raiz e que nao
possua raiz real.

Resposta

a) Como % e ‘%t sdo complementares

2

e lembrando que cos 2x = 2 cos*x — 1 =

T
=1-2sen’x, para X = — temos:

b)Sendoz=vV2-V2 +iV2+/2 =

= 2(005 ‘%T +1i-sen %) pelo Teorema de

M+I'- sen
8

De Moivre, 7'=2" (cos 37:9' n )

que sera real se, e somente se, sen

3rn-n
8

3rn-n

0o :kn(kez)@n:%k(keZ).

Assim, o menor n inteiro positivo é atingido
parak=3< n=28.
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c) Como =28 (cos 3n + i - sen 3r) = —256,
o polinémio X8 + 256 = 0, de coeficientes in-
teiros, possuiz como raiz e nao possui raizes
reais, pois X° + 256 > 0/ x <€ R.

Obs.: hd outras possibilidades para o poliné-
mio, todos multiplos de x8 + 256 sem raizes
reais.

QUESTAO 5

A fungdo f estd definida da seguinte manei-
ra: para cada inteiro impar n,

fx) = x-(n-1), se n-1<x<n
n+l-x,se n<x<n+1

a) Esboce o gréfico de fpara 0 <x <6.
b) Encontre os valores de x, 0 < x <6, tais que

fw =1
Resposta

a) Paran € {1,3 5, 7 ...} temos:

xsel0<x<1

n=1, flx)=
2-xsel<x<2
n=3 fix) = X-2se2=<x<3
4-xs5e3<x<4
n=5 fix) = x—4se4<x<5b
6-xseb<x<6

E o gréfico de f é:

b) Para 0< x< 1, fix) = - & x= L.
5 5
Se1<x<2, f(X)=L<:>2—X=L<:>X:i.
5 5 5
Se2<x<3 f(x):i S X - :L¢>x=ﬂ.
5 5 5

Se3£x£4,f(x):i@4—)(:1@)(:2.
5 5 5
1 1 21
Sed<x<5 fix)=— © x-4=— & x=2—,
e X (x) 5 X 5 X 5
1 1 29
Seb<x<6 flx)=— © 6-x=— & x=2=,
e X (x) 5 X 5 X 5

QUESTAO 6

Um “alfabeto minimalista” é constituido
por apenas dois simbolos, representados
por * e #. Uma palavra de comprimento 7,
n > 1, é formada por n escolhas sucessivas
de um desses dois simbolos. Por exemplo, #
é uma palavra de comprimento 1 e #k k# é
uma palavra de comprimento 4.

Usando esse alfabeto minimalista,

a) quantas palavras de comprimento menor
do que 6 podem ser formadas?

b) qual é o menor valor de N para o qual
é possivel formar 1.000.000 de palavras de
tamanho menor ou igual a N?

Resposta

A quantidade de palavras que se pode for
mar de comprimento n é igual a 2", pois
para cada simbolo temos 2 possibilidades
de escolha.

a) A quantidade de palavras de tamanho me-
norquen=6e’27+22+23+24+25:62.
b) Para que a quantidade de palavras de
tamanho menor ou igual a N seja maior ou
igual a 1 000 000 = 10°, devemos ter

N
21424 1N 1fe2. 225 fe

o N1 _2> 106 Como 2"% = 10%, com 270 =
= 10° + 24, certamente 229> 10% + 2. Logo,
N =19 satisfaz a inequacédo. Sendo 219 _2=
=219.29_2=1024-512-2<1100-
-600-2< 660000 -2 < 10° 0 menor valor de
N para o qual é possivel formar 1 000 000 de
palavras de tamanho menor ou igual a N € 19.
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