'Matematicar m |

NOTACOES

N : conjunto dos nimeros naturais

7 : conjunto dos ndmeros inteiros

R : conjunto dos nimeros reais

M, « ,(R) : conjunto das matrizes reais m X n
det(M): determinante da matriz M

M : transposta da matriz M
A\B:{x:x € Aex ¢ B}

k
S ag+ax +ax? + o+ k€ N
n=0
C : conjunto dos ntimeros complexos
i : unidade imagindria, i = -1
|z|: médulo do nimero z € C
Re z : parte real do ntimeroz € C
[a,b] :{x € R;a<x<b}
[a,b]:{x € Rya<x<b}
la,b[:{x € Rya<x<b}
k
Doy ag+ag+ay+ .. +a k€N
n=0
Arg z : argumento principal de z € C \ {0},
Argz € [0, 2n]
AC conjunto (evento) complementar do
conjunto (evento) A
AB : segmento de reta unindo os pontos A
eB
ABC : angulo formado pelos segmentos AB
e ﬁ, com vértice no ponto B.
Observacao: Os sistemas de coordenadas
considerados sdo cartesianos retangulares.

QUESTAO 1

Sejam A, B e C subconjuntos de um conjunto
universo U. Das afirmagoes:
LANBNC)=A\NB) U (A\NC);
IL(ANC)\B=AnB“nCc

OL (ANB) n (BNC)=(A\B)\C,

é (sdo) verdadeira(s)
a) apenas L.

c) apenas I e IL

e) todas.

b) apenas II.
d) apenas I e IIL

ETAPA

alternativa C

Podemos observar inicialmente que, para
quaisquer conjuntos A e B: B
A\B={x:x€Aex ¢ B}J=An B
Consequentemente:

e A\(BNC)=AN(BnC=An(BUC)=
=(AnBJU(ANC=(A\B) U (A\C)

e a afirmativa | é verdadeira.
®*ANCI\B=(AnC)nB=AnBNC
e a afirmativa Il é verdadeira.

®* (A\B)n (B\C)=(AnB)n (Bn C)=

=ANBnNBNC=ANnONC=4.
Porém, admitindo que existe a € U, pode-
mos tomarA={a}, B=C= 0 e(A\B)\C=
=({a}\ 0)\ 0= {a}, isto €, teremos

(A\B) n (B\C)# (A\B)\C,

e a afirmativa lll é falsa.

Nota: X = X.

QUESTAO 2

Asoma das raizes da equagio em C, 25 - 177%+

+16=0, taisquez— |z| =0, é

al b2 o3 d4 e)b.
alternativa C

Sendoz=a+bi,a € Reb € R, entdo:

z-|z|=0© a+bi-Va?+b? =0e
a—«/a2+b2:0©

b=0

a=0
b=20

a=|al o
b=0

=4

Assim, a questao pede a soma das raizes
reais ndo negativas da equacéo z° — 172% +
+ 16=0.

Como, paraU=R,, A-1774+16=0e

#=16 |z=2

S| ou ©| ou ,asoma pedidaé
=1 |z=1

2+ 1=3.
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QUESTAO 3

Considere a equagdoem C, (z-5+3 i)4 =1.5e
7z é a solugdo que apresenta o menor argu-
mento principal dentre as quatro solugdes,
entao o valor de |z,| é

a) v29. b) V41. 0 3V5.
d)4v3. e)3/6.

alternativa B

Temos (z—5+ 3/')4 =1&

z-5+3i=1 z=6-3i

v v
z-5+3i=-1 z=4-3i

=4 \% =4 \%
z-5+3i=i z=5-2i

v v
z-5+3i=-i z=5-4i

As solugbes estao representadas no plano
complexo a seguir:

Im
09
(AN, 4 5 6
N R

T 1 : :

I | !

2N L4 (5:-2)
Y A (4 —:3)-- \(6: -3)
4 mmmm e \(5; —4)

A raiz z, que apresenta o menor argumen-
to principal é a que apresenta a menor tan-
gente, ou seja, zy= 5 - 4i. Logo

2| = V52 +(-4)? =41,

QUESTAO 4

A soma de todos os ntimeros reais x que sa-
tisfazem a equacao

8Vl 4402/ Y1 64=19(4"* "1

éigual a

a) 8. b) 12. o) 16. d) 18. e) 20.

alternativa D
8/ X+ 1 44. 2% 1 64=19.4"% &

© 25X L gq. 277 164
_ 79.22'*/X+7 ®(2*/X+7)3_79_(2*JX+7)2+

+44. 27X v 64=0

Fazendo 2¥**

oy
V2~ 19y + 44y + 64=0
Pelo dispositivo de Briot-Ruffini e utilizando
que -1 é raiz da equacéo:
-1 ‘ 1 -19 44 64

‘ 1 =20 64 H 0

Assim y3— 79y2+44y+ 64=0<
S y+1)- (P -20y+64)=0s
Sy=-lTouy=4ouy=16<

& 20X =1 ou 2%+ =22 oy

2\/X+7:24

Como 2/ **1 > 0:

Yx+1=2 |x=3
ou S| ou

Yx+1=4 |x=15

Logo a soma dos reais que satistazem a
equacdo é 3+ 15=18.

QUESTAO 5

Se 0s numeros reais a e b satisfazem, simul-
taneamente, as equacgoes

«/ax/—:% e

. a
um possivel valor de — é

In(@+b)+In8=1In5,

b
a) % b) 1. V2.
d) 2. e) 3v2.
alternativa A
2 1
° aJE =%¢> a bzﬁ
a=0eb=0
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® In@+b)+In8=In5< In@+b)=
5 2 5
=h=& b==
n 5 a+
Logo & e b séo as raizes ndo negativas da
1 1 1

254y L _per=L out=L
equagao g + 16 g ou 2

e, portanto, como a > 0:

7) (a:erzé)

2_1 4
( _8 4
(= ou =
]
a_Q a_
:>E— 2 OUb—4\/§.
QUESTAO 6

Considere as fungdes f e g, da variavel real x,
definidas, respectivamente, por

8)=In (3b>

em que a e b sdo niimeros reais. Se f(-1) =1 =
=f(-2), entao pode-se afirmar sobre a fungao
composta g © f que

a)g°f(l)=In3.

b) B g ° f0).

) g ° fnunca se anula.

d) g © festad definida apenas em {x € R:x>0}.
e) g ° fadmite dois zeros reais distintos.

2
f(x)=ex +ax+b e

alternativa E

f)=1 _le
ft-2)=1

7—a+b:7
4—28+b=7

Temos =3

e

a=23
b=2

®’7—a+b=0 o

4-2a+b=0

2
Assim, f(x) = &€ *¥*2 o g(x):/n(%):

:/n<i>:/nx —In2.
2

2
/n(eX +3X+2)

Logo g o f(x) = —In2=

=%+ 3x+2-In 2, definida para todo x real.
ComoA=3F-4-1-(2-In2)=1+4In2>0,
g o f(x) admite duas raizes reais distintas.

QUESTAO 7

Considere fungoes f, g, f+ g: R = R. Das
afirmacoes:

I. Se f e g sdo injetoras, f + g € injetora;

II. Se f e g sdo sobrejetoras, f + g € sobrejetora;
III. Se f e ¢ ndo sdo injetoras, f + g nao é in-
jetora;

IV. Se f e g ndo sdo sobrejetoras, f + g nao é
sobrejetora,

é (sdo) verdadeira(s)

a) nenhuma.

b) apenas I ell.

c) apenas [ e IIL

d) apenas Il e IV.

e) todas.

alternativa A

® Considere f(x) = x e g(x) = —x. Temos que
f e g sdo fungées reais de varidvel real bije-
toras e (f+ g)(x) = x +(—x) = 0 nao é injetora
nem sobrejetora. Ou seja, as afirmacoes | e
Il sdo falsas.

® Considere, agora, fix) = x —=x° e gix) = X°.
Temos que f e g sdo funcoes reais de varia-
vel real que ndo sdo injetoras nem sobreje-
toras e (f + g)(x) = x é bijetora. Ou seja, as
afirmacoes Il e IV séo falsas.

QUESTAO 8

Seja n > 6 um inteiro positivo nao divisivel
por 6. Se, na divisdo de n? por 6, 0 quociente
é um niimero impar, entdo o resto da divisao
den por 6 é

a)l. b) 2. ) 3.

d) 4. e) 5.

alternativa C

Pelas condicées do problema, P =6(2t+ 1)+
+r,comt €N erinteiro, 0< r< 5. Portanto
=12t+(r+6), 6<r+6< 11.
Como os residuos quadraticos modulo 12
sao 0, 1, 4 e 9, podemos, entdo, concluir
quer+6=9< r=3.
Assim, n° = 12t + 9= 3(4t + 3) = 3|n2 &
& 3|n, ou seja, como n é impar, o resto da
divisdo de n por 6 é 3.
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QUESTAO 9

5
Considere a equagdo »,a,x" =0 em que a
n=0
soma das raizes é igual a -2 e os coeficien-
tes ag, A1, 0, 03,0 €05 formam, nesta ordem,
uma progressao geométrica com a, = 1. En-

5
tao » a, éiguala
n=0
2 21
-21. -=. —.
a) b) 3 ) o
63
d) 5h e) 63.

alternativa D

Como a,, a4, a,, as, a, e as formam, nessa
ordem, uma PG com a,= 1 e sendo q a ra-
z80 dessa PG, temos:

5
dax =0
n=0

S apg+ax+ azx2+ a3x3+ a4x4+ a5x5= 0s

S 1+ax+ P+ P+ g+ %°=0
Como a soma das raizes complexas da

_q4 ’]
equacao € -2, temos ——=-2Sqg=—.
q 2
5
Logo Za,,:a0+a7+a2+ az+a,+as=
n=0
3. .4, 5 q°-1
=1+ g+ @+ +q+q°=1- e
6
2)
_\2) _63
1 32°
— -1
2
QUESTAO 10

Seja A solucdao real da equagdo vA+9 +
+ ¢ 20 +17 =12. Entdo a soma das solugdes
z,com Re z > 0, da equagao A= 32,¢é

a) V2. b) 2V2. o) 4v2.
d) 4. e) 16.

alternativa B
Seja VA +9 =x, x> 0. Logo
N+ 9V +17 =12
SVYA+9+V/20+9)-1=125

eVval-1=12-x&

o |2F-1=144-24x + X% &
12-x>0

o | X2+ 24x-145=0 o
x=<12
x=5oux=-29
x<12

Dai /A+9=5oA+9=255 L= 16.
Assim z¥=1-32=16-32=-16=

= 16(cosmn+i- senn). Logo

z= 4«/@(003(#) +i- sen( m+ Zkn ))

4

comk € Z ouseja, z= 2<cos<%+k7n)+

. T kn

. —+—]), ke Z
+ sen< 7 + 2 ))
Como Re(z) > 0, entao as raizes procuradas
s80:
21:2<cos%+i-sen%):x/7+i«/? e
22:2<cos77“+/-sen<7n)=x/§—/x/§,
cuja soma é V2+iv24v2-iv/2 =
=2/2.

QUESTAO 11

Seja p uma probabilidade sobre um espaco
amostral finito Q. Se A e B sdo eventos de Q
tais que p(A) = %, p(B) = % ep(A N B)= %,
as probabilidades dos eventos A\B,A U B e
A€ UBC sdo, respectivamente,

1 5 1 15 1
VT Y6y
1 7 3 1 5 1
C)g,ﬁez. d)g,geg
ol 7.3

4712 " 4°
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alternativa E

Podemos construir o seguinte Diagrama de
Venn-Euler relativo as probabilidades:

>
w

f1.1_1_5

4 4 12 12

LogoPAB)=L pau Bj=L T T _
4 474712

:%eP(Z UB)=P{@AN B)=

=1-PANn B)=1-

1_3
44

QUESTAO 12

Considere os seguintes resultados relativa-
mente ao lancamento de uma moeda:

I. Ocorréncia de duas caras em dois langa-
mentos.

II. Ocorréncia de trés caras e uma coroa em
quatro lancamentos.

III. Ocorréncia de cinco caras e trés coroas
em oito lancamentos.

Pode-se afirmar que

a) dos trés resultados, I é o mais provavel
b) dos trés resultados, II é o mais provavel.
c) dos trés resultados, III é o mais provével.
d) os resultados I e II sdo igualmente pro-
vaveis.

e) os resultados II e III sdo igualmente pro-
vaveis.

alternativa D

Considerando o espaco amostral equi-
provavel, temos que as probabilidades de
ocorréncia dos eventos I, Il e Il sédo, res-
. TV 1
ectivamente, p(l)=|—) =—,
p pll) ( 2) .

o= (1) 5] (5] -5 e

8\ (1N (1 876 1 7
1) = (=) (=] = —_—=
Py <3><2) <2> 3:2:1 8 32
Assim, os eventos | e Il sdo igualmente pro-
vaveis.

QUESTAO 13

Considere A € Ms_ s (R) com det(A) = V6 e
a € R\{0}. Se det(aA'AA") = V602, o valor
deaé

1 /6 %/36
a) = b) == ) =
d 1. e) V216.

alternativa C

Como A é uma matriz quadrada de ordem
5 e lembrando que det Al = det A, temos
para o # 0:

detla. - AIAAY = V6d? &

© o’ detAl. detA- detAl=V60? &
©a® detA-detA- detA=V6a? <

& o’ (det AP =60

3 /.2
@a3:£:l®a:L' 6 f=1
w62 6 %6 3/
3
oo Y36
6
QUESTAO 14

Sejam 2 um numero real e n o nimero de
todas as solugoes reais e distintas x € [0, 2r]

da equagao cos® x —sen® x + 4 sen® x = 4. Das
afirmagoes:

1.Sea=0,entaon=0;
II.Sea= %, entaon =8§;

IIl.Sea=1,entaon=7;
IV.Sea=3,entaon=2,
é (sao) verdadeira(s)

a) apenas I.

b) apenas III.

c) apenas I e III.

d) apenas II e IV.

e) todas.
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alternativa E

Seja ser’x = t. Entéo

cos®x — sen®x+ 4 senx=a <

e(l-tr-t'+4f=ae
& 62 -4t+ 1-a=0.
2++v6a-2

ou
6

Para a > % temos t=

2-yba-2
6

cao real.

Utilizaremos agora o fato de que a equac¢ao

t = sen’x, para x € [0; 2rn], possui: quatro

raizes distintas para 0 < t < 1, trés raizes

reais distintas para t = 0, duas raizes reais

distintas para t= 1 e nenhuma raiz real para

0s demais valores de t.

Analisando as afirmacoes:

t= e para a < % ndo ha solu-

|. Verdadeira. Pois a= 0 < % entdon= 0.

/. Verdadeira. Pois se a = % temos t= %
out= % entagon=4+4=28.

IIl. Verdadeira. Pois se a= 1, temos t= % ou

t=0, entaon=4+3=7
IV Verdadeira. Pois se a= 3, temos t= 1 ou

t= —%, entagon=2+ 0= 2.

QUESTAO 15

Se cos 2x = %, entdo um possivel valor de

cotgx -1 .
é
cossec(x — 1) —sec(m — X)

@. V2.

a) b) 1. V3. e2.

alternativa A

cotg x —1 _
cosec(x — ) — secr — x)

cosx _;

sen x _
1 1

sen(x — ) - cos(r — x)

COSX —Sen x COSX —Sen x

- sen x - sen x -
T 1 —(cosx — sen x)
-senx  —Cosx sen x cosx
=—C0S X (*)

Assim, como cos 2x= % & 2c08%x—1= % &

2x = % S cosS X = i@, um possivel

/3

& COoS

valor de (*) é

QUESTAO 16

Uma reta r tangencia uma circunferéncia
num ponto B e intercepta uma reta s num
ponto A exterior a circunferéncia. A reta s
passa pelo centro desta circunferéncia e a in-
tercepta num ponto C, tal que o angulo ABC
seja obtuso. Entdo o angulo CAB é igual a

1 ,5 3 5

0 %AEC. d) 2 ABC - .
b T
e) ABC—?

alternativa B

Observe a figura, onde O é o centro da cir
cunferéncia:

Sendo m(ABC) = a, temos m(OBC) =
_ By B)=2 (o -\ =
=m(OCB)= o-7 em(AOB)=2 (oc 2)

=20 - . Logo m(CAB) :Tc—%—(Zoc—Tc)=

_3t_, G

> —2a:7—2m(ABC).
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QUESTAO 17

Sobre a parabola definida pela equagao
x% 4+ 2xy + y* - 2x + 4y + 1 = 0 pode-se afirmar
que

a) ela nao admite reta tangente paralela ao
eixo Ox.

b) ela admite apenas uma reta tangente pa-
ralela ao eixo Ox.

¢) ela admite duas retas tangentes paralelas
ao eixo Ox.

d) a abscissa do vértice da parabola é x =-1.

e) aabscissa do vértice da pardbola é x = — %

alternativa B
Observando que X2+ 2xy + y2 —-2x+4y+1=

=0& (x+ y)2+ xX+y)-3x-y)+1=0,
rotacionando os eixos coordenados em 45°
no sentido anti-hordrio obtemos o eixo Ouv
tais que:

u=xcos45° +ysen45°
v =—xsen 45° + ycos 45°

_ V2
N u_(x+y)-7© x+y=u/2 _
v:(y—x)-g x-y=-w2

A pardbola tem equacao (W/2)? +ud/2 +

V2 2 u V2
3wW2+1=0v=-TL 2 _U_V<
+3vv 2 + v 3 u 3 5
que tem eixo paralelo aretau=0< x+y=0

_<_L>
e vértice com abscissa _\3) =— Q

2.<_Q) 4

3
2
2 (V2 7
denada ——— | ———| - —-
e ordena > ( 4) 3
(_Q>_Q=_Q
4 6 8

No eixo Oxy, o vértice da parabola é:

(2204

@<_Q_Q>.L): <_L. _§>

2 8 8

O coeficiente angular da reta tangente a pa-
rébola v = au® + bu + ¢, no sistema Ouv, no
ponto (u, v, da parabola, € m = 2auy + b,
que assume todo valor real exatamente
uma vez. Assim, toda parabola admite exa-
tamente uma reta tangente paralela a qual-
quer direcao, exceto a do eixo da parabola.
Como no sistema Oxy a parabola tem eixo
paralelo a reta x+ y = 0, a parabola admite
exatamente uma reta tangente paralela ao
eixo OXx.

QUESTAO 18

Das afirmagoes:

I. Duas retas coplanares sao concorrentes;
II. Duas retas que nao tém ponto em comum
Sa0 reversas;

III. Dadas duas retas reversas, existem dois,
e apenas dois, planos paralelos, cada um
contendo uma das retas;

IV. Os pontos médios dos lados de um qua-
drilatero reverso definem um paralelogramo,
é (sdo) verdadeira(s) apenas
a) 1L b) Ielll

d) [TelV. e)lellelV.

c) I eIl

alternativa D

I. Falsa. Duas retas coplanares podem ser
paralelas distintas, coincidentes ou concor
rentes.

/. Falsa. Duas retas que nao tém ponto em
comum podem ser paralelas distintas ou re-
versas.

IIl. Verdadeira. Seja t // s e concorrente comr.
O plano o. determinado porr e t, o mesmo
para qualquer escolha de t //'s, & paralelo a
reta s. Existe ainda um unico plano 3 con-
tendo s e paralelo a a. Assim, dadas duas
retas reversas, existem apenas dois planos
paralelos, cada um contendo uma das retas.
IV. Verdadeira. Seja ABCD o quadrilatero re-
verso a seguir, com A, B e C no plano o e C,
B e D no plano B.
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Se M, N, P e Q sao os pontos médios dos
lados de ABCD, MN //BC, PQ //BC, MN=

=%BC= PQ e MN // PQ. Logo MNPQ é
um paralelogramo.

QUESTAO 19

Um plano intercepta as arestas de um trie-
dro trirretdngulo de vértice V, determinan-
do um tridngulo ABC cujos lados medem,
respectivamente, «/E, V17 e 5 cm. O volu-
me, em cm3, do sélido VABC é

a) 2. b) 4. ) V17.
d) 6. e) 5v/10.
alternativa A

Consideremos a figura a seguir em que
VA=3a, VB=be\VC=rc.

A

B A
rd 17 N
a2+ b2 =17)?
Temos |a° + c? = 52 (*).

b2+ 2 =(/10)?

Somando as 3 equacées, obtemos
2(az+b2+cz):52<:>a2+b2+02:26, e
substituindo em (*):

=9 a=4cm
b2=1 elb=1cm
a’=16 |c=3cm

Consequentemente, o volume da pirdmide
VABC é % 14 3-20m°

QUESTAO 20

No sistema xOy os pontos A = (2, 0),
B=(2,5)e C=(0,1) sdo vértices de um tridn-
gulo inscrito na base de um cilindro circular

reto de altura 8. Para este cilindro, a razao

volume
area total da superficie

, em unidade de compri-
mento, é igual a

a) 1.

b) %

] %

d) %
5

e) g

alternativa B
Como os coeficientes angulares de AC eBC

0-1_ 1
2-0 2

=2, AC L BC. Assim, o AABC é

sao, respectivamente, iguais a

5-1

e

retdngulo em C e o raio da circunferéncia cir

) . AB _|5-0| 5
cunscritaaele 6 —=+——+=—,

2 2
Logo, a razao

volume do cilindro
grea total da superficie do cilindro

5 2
(2Y .8
i (2) _ 100
2705
2n-%-8+27c-<%>
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AS QUESTOES DISSERTATIVAS,
NUMERADAS DE 21 A 30, DEVEM SER
RESOLVIDAS E RESPONDIDAS NO
CADERNO DE SOLUCOES.

QUESTAO 21

Paraz=1+iy, y > 0, determine todos os pa-
res (a, ), a > 1, tais que z!° = 2. Escrevaa e y
em fungdo de Arg z.

Resposta
Como z= 1+ vyi, y> 0, z esta no primeiro

quadrante e tg(Arg z) = % S y=tglArg z),
z|= 1% +)% =
=y 71+ tgz(Arg z) = sec(Arg z).

Sendoa>1ea=2z9 pelo Teorema de
De Moivre,

0<Argz< % Além disso,

Arga:Argzm:O@

lal = [

10 Argz=2kn, ke Z N
a=sec O(Arg 2)

=4

Argz:k?n,keZ

a=sec O(Arg 2)
km

Ja que 0< Ar T oo
que 0< gz<2 <5

<o
2
S k=Touk=2, temos

(a,y) =(sec70<%), tg(%)) ou (ay)=

(2ol

Em ambos os casos,
(a, y) = (sec’’(Arg z), tg(Arg 2)).

QUESTAO 22

Determine o maior dominio D C R da fungao
f:D >R flx)= logx(%_x> (4senxcosx—1).

Resposta

xe D& flx) € Re

4senxcosx—1>0
< T
0<X<Z—X)#:7
2sen2x—-1>0 sen2x>%
x(l—x)>0
e | \4 Slo<x<X™ <
T 4
X(——-x)+F1
(4 ) 2 —nx +4%0
1+2k1:<2x<@+2/<1t,/<62
o |6 6
0 l
<x<4
l+kTC<X<5—Tc+/<TC,/<€Z
|12 12
O<x<X
4
L D(f) = |-, &.
ogo, D(f) ]72,4
QUESTAO 23

Considere o polindmio P(m) = am?® = 3m — 18,
em que a € R é tal que a soma das raizes de
P éigual a 3. Determine a raiz m de P tal que
duas, e apenas duas, solu¢des da equagao
em Xx, X+ ma+ (m + 4)x + 5 =0, estejam no

intervalo ]-2, 2][.

Resposta
Sendo a soma das raizes de P igual a 3, te-

mos _%:3@@:7. Assim, Pim)=0<

& m?-3m-18=0 m=-30um=6.
Seja Q(x) = x>+ mx° + (m + 4)x + 5. Obser
vando que Q(-1)= (-1)3+ m(-1 +
+ M+ 4)-1)+5=0, -1 é raizde Q. Como

-1 1 5

|7 m-1 | o -

Olx)=0& x=-1 ouxXl+ m-=1)x+5=0(%)
Para m = -3, obtemos (*) © x= -1 ou

X —dx+5=05 x=—-Toux=2+iou
X=2-1I.

m+4
5

m
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Para m = 6, obtemos (*) © x= -1 ou

x2+5x+5:0<:>x:—7oux:ﬂou
JE 2

o =9=Y5
2

Tem052<«/—<3/ogo 5;/—
-5-J5 -7

Portanto m= 6.

QUESTAO 24

Quantos tetraedros regulares de mesma di-
mensdo podemos distinguir usando 4 cores
distintas para pintar todas as suas faces?
Cada face s6 pode ser pintada com uma tni-
ca cor.

Resposta

Para definir a posicdo de um tetraedro regu-
lar, basta definir a posicao de duas de suas
faces. Além disso, quaisquer duas faces de
um tetraedro sdo vizinhas.

Com isso, podemos dividir o problema em
quatro casos:

® Utilizando uma cor: ha 4 possibilidades
(basta escolher a cor).

® Utilizando duas cores: as faces do tetrae-
dro podem ser das cores A, A, A, Bou A, A,
B, B. Observe que nos dois casos apenas
a escolha das cores determina o tetraedro.
No primeiro caso, fixamos uma face A e uma
face B, as outras duas faces so poderao ser A.
No segundo caso, fixamos duas faces A, as

outras duas faces s6 poderdo ser B. Assim,

. 4
ha4-3+ < 2
® Utilizando trés cores: as faces do te-
traedro serdo das cores A, A, B, C. Fixando
as faces B e C, as outras duas faces so po-
derao ser A. Assim, basta escolher as cores
para determinar o tetraedro, o que pode ser

= 18 possiveis tetraedros.

3 = 12 maneiras.

2

® Utilizando as quatro cores: pintando o te-
traedro de A, B, C, D, se fixarmos quais-
quer duas faces A e B, havera duas possi-
bilidades para as outras faces: C, D e D, C.

feito de 4 -

Assim, ha dois tetraedros possiveis (sendo
estes tetraedros enantiomorfos).

O total de tetraedros distinguiveis apos rota-
coes ¢, portanto, 4+ 18+ 12+ 2= 36.

Obs.: se considerarmos tetraedros distingui-
veis apos rotacoes e reflexées, o total é 35,
ja que, no dltimo caso, os dois tetraedros
deixariam de ser distinguiveis apos uma re-
flexao.

QUESTAO 25

Considere o sistema na variavel real x:
¥ —x=a
x—x°= B.

a) Determine os niimeros reais o e 3 para
que o sistema admita somente solugdes
reais.
b) Para cada valor de 3 encontrado em (a), de-
termine todas as solugdes da equagdo x — O=
=B.

Resposta
a)Sejar € Rumaraizde XX -x=a &
& X —x-a=0. 0 sistema tem solugéo se,
e somente se, A= (-1F =4 1- ()2 0&
< 7+4a20©a2—% e

,2_r:a<:> f2=r+a &
r-r’=p r—r-(r+a)=p
- P=r+o o
r—r2—ra=B
_1+v1+4a _1-v1+4a
elr=——""our=—"-—-—-""
2 2
—a—ro=p
(r:7+«/7+4a eB:—oc(3+«/7+4oc)>
2 2
& ou
(r:7—«/7+4oc eB:—oc(S—«/7+4oc)>
2 2

Assim, o sistema tem somente solucoes
. 1
reais se, e somente se, o. > 7 e

—-a(3+vV1+4a) - (3 — «/7+4oc)
2

B=

oup=————+
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b) Sendo r como no item anterior, temos
quer é também solugao de x — X3 = B
& x> —x+B = 0. Assim,
r| o o -1 B

| 7 r 1 |[P-r+p=0
ex—x3:[3¢> x=roux’+rx+ (% —-1=0.
O discriminante dessa equacao é
A=P-4-1-(P-1)=4-3F7=4-3(r+a)=
=4 —-30,—3rpara=-o—ar. Sejam0 e -0 as
raizes quadradas complexas (possivelmente
reais) de 4 — 3a. — 3r. Entado x — x° = Be

S X=roux= —r+8 oux:_rz_e e
V:{r, _r;e,_rz_e}paraﬁ:—a—ar,
;o 7—¢72+4a our=7+‘/72+4a e0 -0

raizes quadradas de 4 — 3a. — 3r.

Nota: Para "admita somente solugées reais,

desconsideramos o conjunto vazio e 0s con-
juntos solugbes com elementos nao reais.

QUESTAO 26

Considere o sistema nas variaveis reais x e y:

xseno+3ycosa=a
xcoso+ysena=>b,

coma € [0,%[ ea, b € R. Analise para que

valores de o, a e b o sistema é (i) possivel
determinado, (ii) possivel indeterminado ou
(iii) impossivel, respectivamente. Nos casos
(i) e (i), encontre o respectivo conjunto-so-
lucdo.

Resposta
O sistema é spd se, e somente se,

sena. 3 cosa

coso.  seno.
2 2 2

S sen‘a—-3cos‘a#x0< 1-4cos‘a#0<

& cosa ¢ii. Como o € [0,'5[, o # 1,

2 2 3

ac€ Rebe R

Resolvendo o sistema para o. # % ac<nR
eb € R:

a 3cosa
- b sena _ aseno.— 3b cosa.
1-4cos’a 1-4cos’a
sena a
_ | cosa b _ b sena - acosa
1- 4 cos?a 1- 4 cos?a

a seno. — 3b cosa. . b seno. — a coso.

“ )

71— 4 cos%a 1— 4 cos?a
Parao =2 :
ara o 3
/3 7
Y2 3y L=
X T T I3+ 3y=2a
x-%+y-§:b xV3+3y=2bV/3

Se 2a+ 2bv¥3 & a= by3, o sistema é im-
possivel.

Se a=bV/3, temos:

2a-xv3

Xx/§+3y=26<:> y = 3

V= {(x %) eR2 e Ff}

Resumindo: paraa € [0,' %[ ac€ Rebe R,

Sistema possivel e determinado € o, # % e

ac€ Reb e R;

|

Sistema impossivel < o = % ea=by3;V=0.

a seno.— 3b coso. . b seno.—a coso

2

71— 4 cosa 1—4cos“a

Sistema possivel e indeterminado <
Sa= % ea=bv3;

Ve {(x %) cR2 e R}.
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QUESTAO 27

Encontre os pares (o, PB) E]O, %[X]O, %[

que satisfazem simultaneamente as equagdes
(tg o+ cotg B) cos asen f —2 COSZ(OL -B)=-1

e v3sen(a+p)+cos(a+p)=+v3.
Resposta

Temos% <a-B < % e0<a+B<m.

Assim, cosfo—B)> 0 e

(tgo. + cotgP)cosa. senf3 — 2co0s? lo-PB)=-1 &
V3 senfo + B)+ cos(a.+B) = V3

(ﬂ+ﬂ>wsasenﬁ—2wsz(u—[3):—1
o |\ cosa senp P
J sen(oc+[3)+Lcos(oc+[3)=£
2 2
sena senB+cosacosB—ZCosz(oc—B)+7=0
d T Y TC<:>
sen —senfo + B) + cos — cos(a. + B) = cos —
3 3 6
—2c032(a—B)+cos(a—B)+7:0
=4
T\_ T
cos(oc+[3 3)-0056
cos(oc—B)ﬂoucos(a—B):—i
=4 2 =4
b T T
- =20 =
o+p 7% ua+p 3 5
q:ﬁ:£
a-pB=0
=4 54 ou
(a+[3:£oua+[3:£>
2 6 a=p=2
12
Assi didos sao (%, 2.
SSIm, OS pares peaiaos sao<4, 4)6
&5
12" 12
QUESTAO 28

Determine a drea da figura plana situada no
primeiro quadrante e delimitada pelas curvas

(y—x—2)(y+%—2)=0 e X*—2x+y>-8=0.
Resposta

Temos (y—x—2)<y+%—2> =08 y=x+2

ouy=—%+2ex2—2x+y2—8=0©

& (x =172+ y? = 3°. Observemos a figura:

O ponto C, de abscissa positiva, é a inter
seccdo da reta y = x+ 2 com a circunferén-
cia, isto é, a solucdo do sistema

y=x+2
x—1)%+ y2 =9&
x>0
Logo C=(1; 3).
A érea destacada ¢ igual & diferenga entre

as areas do semicirculo, de didmetro BE e
centro A, e a soma das areas do ABED com

0 segmento circular de arco CE, isto é,

w3 162 (n3 33\ _
2 2 4 2
9 5 9 9 _9n-6
I I
QUESTAO 29

Em um tridngulo de vértices A, B e C, a altu-
ra, a bissetriz e a mediana, relativamente ao
vértice C, dividem o angulo BCA em qua-
tro angulos iguais. Se [ é a medida do lado
oposto ao vértice C, calcule:
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a) A medida da mediana em funcdo de I.
b) Os dangulos CAB, ABC e BCA.

Resposta

Seja C’ o ponto diametralmente oposto a C
na circunferéncia circunscrita do AABC.
Entdo m(CC'B)=m(CAB) e m(CBC’) =

= m(CDA) =90° de modo que m(C'CB) =
=m(ACD).

Logo o didmetro CC’ contém a mediana e o
circuncentro O de ABC.

Como O é a intersecao da reta que contém
a mediana por C e da mediatriz de AB, que
sao distintas e contém o ponto médio M de
A_B, os pontos O e M coincidem. Portanto
AABC é retangulo em C.

C

o O

o
D

A
M=0

a) M é o ponto médio da hipotenusa AB.

AB 1

L CM="=—.
0go 7 =3
b) Temos 4a. = 90° < o = 22°30" Sendo os
triangulos COB e COA isdsceles, os angu-

los de AABC sao o = 22°30, 30 = 67°30" e
m(BCA) = 90°. Os éngulos ABC e CAB po-
dem ser 22°30’ e 67°30" em qualquer ordem.

QUESTAO 30

Seja ABCDEFGH um paralelepipedo de ba-
ses retangulares ABCD e EFGH, em que A,
B, C e D sao, respectivamente, as projegoes
ortogonais de E, F, G e H. As medidas das
arestas distintas AB, AD e AE constituem
uma progressao aritmética cuja soma é 12 cm.
Sabe-se que o volume da pirdmide ABCF é
igual a 10 cm®. Calcule:

a) As medidas das arestas do paralelepipe-
do.

b) O volume e a area total da superficie do
paralelepipedo.

Resposta

Sendo (a -1, a, a+ r) a progresséao aritmética
de razao r cujos elementos sdo AB, AD e
AE, temosa—-r+a+a+r=12< a=4cm.

a) Sendo 10 cm® o volume da pirdmide ABCF
1 (4-r-4
3 2

as medidas das arestas sdo 3 cm, 4 cm e
5cm.

b) O volume do paralelepipedo retorretangu-
lo ABCDEFGH é 3- 4 - 5= 60 cm® e sua érea

total 6 2(3- 4+ 3- 5+ 4 - 5)= 94 cm?.

(4 +71)=10% r==+1. Assim,
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