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Questao 1

O polinémio p(x) = x* + ax® + ba® + cx - 8,
em que a, b, ¢ sdo ntimeros reais, tem o na-
mero complexo 1+ i como raiz, bem como
duas raizes simétricas.

a) Determine a, b, ¢ e as raizes de p(x).

b) Subtraia 1 de cada uma das raizes de p(x)
e determine todos os polindémios com coe-
ficientes reais, de menor grau, que possuam
esses novos valores como raizes.

Resposta

a) Como o polinbmio possui apenas coeficientes
reais e 1 + i é raiz de p(x), entdo 1 — i também é
raiz desse polinémio.

Sejam x, e —x as outras duas raizes simétricas
de p(x).

Pelas relagbes entre coeficientes e raizes, temos:

(1+i)+(1—i)+x0+(—xo)=—§@a=—2

(1+i)(1—i)-x0-(—xo):—%@x():Qou

Xo =2
Logo as outras raizes sdo 2 e -2, portanto:

pi2) =0 16—16+4b+20—8=0@
p(-2) =0 16 +16 +4b - 2c -8 =0
b=-2
(=4
c=8

Logo a=-2, b= -2 e c=8e as raizes de p(x) sdo
1+i,1-i,2e-2.

b) As raizes desses novos polinbmios séo i, —i, 1
e-3.

Escrevendo na forma fatorada, esses polinbmios s&o
daformak - (x —i)-(x+i)-(x—-1)-(x +3) =
:k(xz +1)-(x2 +2x - 3) =

= k(x* + 2x3 - 2x% + 2x - 3), onde ke R*.

Questao 2

ETAPA

No tridngulo acutdngulo ABC, ilustrado na
figura, o comprimento do lado BC mede
V15/5, o angulo interno de vértice C mede o,

e o angulo interno de vértice B mede o/2.
Sabe-se, também, que

2cos(200) + 3cosa +1 = 0.

Nessas condicgoes, calcule
a) o valor de sen o; o
b) o comprimento do lado AC.

Resposta

a) Sendocos 20. = 2coso — 1,
2cos(2a) +3coso. +1=0 &
S 2(200520c —-1)+3coso. +1=0 <

& 4cos°0 +3coso. —1=0 < cosa. = —10u
1
cosoL = —.
4

ComoO<oc<g@0<cosa<1,cosoc:%

2 =

esena. = V1 — cos®a = 1—(%) :%.

b)

[vs]
3]

Seja D o pé da bissetriz relativa ao lado AB, as-
sim o tridngulo BDC é isOsceles de base BC e
m (AﬁC) = % + % = o Pela lei dos cossenos no

triangulo BDC,
2
(‘/15?] =a°+a° -2 a a cos(180° - o) &
o 12 _ 22 1 247 . coso
25

a6
5

@%:232+2a2~

A=
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Por outro lado, pelo caso AA, o tridngulo ACD é
semelhante ao tridngulo ABC, assim:

6

AD _AC _CD _ 5 _Adz
AC = AB  BC 15 5
5

AD _ A2
o|AC N5 N2 BD 5
AD+BD 5 5 AC 2

AC 2

V6
o2 :—3 @AC:LM

AC 10 15
Questao 3

a) Dez meninas e seis meninos participarao
de um torneio de ténis infantil. De quantas
maneiras distintas essas 16 criangas podem
ser separadas nos grupos A, B, C e D, cada
um deles com 4 jogadores, sabendo que os
grupos A e C serao formados apenas por me-
ninas e o grupo B, apenas por meninos?

b) Acontecida a fase inicial do torneio, a fase
semifinal terd os jogos entre Maria e Jodo e
entre Marta e José. Os vencedores de cada
um dos jogos fardo a final. Dado que a proba-
bilidade de um menino ganhar de uma meni-
na é 3/5, calcule a probabilidade de uma me-
nina vencer o torneio.

Resposta

10
a) O grupo A pode ser formado de (4] modos.

Podemos com as 6 meninas restantes formar o

6
grupo C de (4) modos. O grupo B pode ser for-

6 . . ) R
mado de (4 maneiras e, apos determinar os trés

grupos, o grupo D ja estara definido.
Portanto o numero de maneiras pedido é

10\(6)(6 9.8.7 6. :
_10.9-8:7 65 6:5_,,,,
4 \4)\4 4! 2 2

b) A probabilidade de uma menina vencer um

L, 3 2 .
menino é1 — 3 = i Se as duas meninas forem

para a final, entdo automaticamente uma menina
vence o torneio; a probabilidade nesse caso é de
2 2 4

5 5 25

A probabilidade de uma menina enfrentar um me-
nino na final, sabendo que existem 2 meninos, é

% . % - 2. Como a probabilidade dela vencer a fi-

nal é % a probabilidade de uma menina enfrentar

. ., 2 3 2 24
um menino e vencé-loé— - — -2 - — = ——,
5 5 5 125
Logo, a probabilidade de uma menina vencer o

.. 4 24 44
torneio € — + —— = ——.
25 125 125

Questao 4

A B

A base do tetraedro PABCD é o quadrado
ABCD de lado /¢, contido no plano o. Sabe-se
que a projecéo ortogonal do vértice P no pla-
no o estd no semiplano de o determinado
pela reta BC e que nio contém o lado AD.
Além disso, a face BPC é um tridngulo isésce-
les de base BC cuja altura forma, com o pla-
no o, um angulo 6, em que 0 < 6 < /2. Sendo
PB = Z\E/Z, determine, em funcéo de ¢ e 6,

a) o volume do tetraedro PABCD;

b) a altura do triAngulo APB relativa ao
lado AB;

¢) a altura do tridngulo APD relativa ao

lado AD.

Resposta

Sejam M e N os pontos médios de AD e BC, res-
pectivamente. Como PBC é um tridngulo isdsce-
les com PB = PC, o plano 3 que passa por P, M e
N é plano de simetria da pirdmide e, portanto, o. €
perpendicular a 3.
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No tridangulo PBN, PN = VPB? — BN? =

2
_ (A2 ( v )2 _t

2 2 2’
Sendo PH a altura da piramide, temos que He B e

PNH =6. Assim, no tridngulo retangulo PNH,

PH =send < PH = isene.
PN

a) O volume da piramide de PABCD é
3

1132~PH= (“send

3 6 -

b) Seja H’ a projecao de H sobre a reta AB.

A

O quadrildtero BH’'HN é um retangulo de lados
HH = BN = é e NH. Assim, sendo HH 1 AB e

PH Lo, pelo teorema das trés perpendiculares
PH’ 1. AB, e portanto PH’ é a altura desejada.

Pelo Teorema de Pitagoras, PH’ :\/PH2 +HH?Z =
2 2
= \/(é s:ne ) + (Eﬁ) = EZ\H + sen?0.

c) Por simetria, o tridngulo APD ¢é isdsceles, de
modo que a altura pedida é PM. No tridngulo

PMN, m (PNM) = 180° — 6, PN =£ e MN =

Assim, pela lei dos cossenos,
PM? = PN? +MN? —2.PN- MN - cos(180° - 6) <

2
@PMZZ%) +£2—2-§-£-(—cose)<:>

< PM =Eé,/5 + 40089 .

Obs.: a pirdmide PABCD tem cinco faces e por-
tanto ndo é um tetraedro.

Questao S5

Determine para quais valores reais de x é
verdadeira a desigualdade
|x2 = 10x + 21| < |3x — 15,

Resposta
[x2 —10x +21|<|3x — 15| &
e 2 —10x +21)% < (3x - 15)? &
e x? -10x+21)° - (3x-15° <0 &
o2 -7x+6)(x2 -13x +36) <0 &
SxX-1)Xx-6)x-4)x-9) <0<
o1<x<40u6<x<9
V=114 u[69

Questao 6

Na figura, a circunferéncia de centro O é
tangente a reta CD no ponto D, o qual per-

tence a reta AO. Além disso, A e B sao pontos
da circunferéncia, AB = 643 e BC = 23.
Nessas condi¢oes, determine

a) a medida do segmento CD;

b) o raio da circunferéncia;

¢) a area do tridngulo AOB;

d) a drea da regido hachurada na figura.

Resposta
a) Pelo teorema da secante-tangente:
CB-CA=CD? & 23 - (23 +643) =CD? &
& CD =43
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b) Sendo r o raio da circunferéncia, como a reta

CD é tangente & circunferéncia, o tridngulo ACD
é retangulo em D. Assim, pelo Teorema de Pitd-
goras:

AD? +CD? = AC? & (21)? +48 =192 & r =6
D _
AD

& m(CAD) =30°. Assim, sendo

¢) No tridngulo retdngulo ACD, tg CAD =

_45 5
12 3

AO e BO raios, m(AOB) = 180° — 2 - m(CAD) =
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=180° — 2 - 30° = 120° e a drea do tridngulo AOB

é%-AOBOsen(AOB):% 6.6 g — 943,

d) A regiao hachurada € um segmento circular de
angulo 120°. Assim, sua drea é igual a drea do
setor AOB menos a drea do tridngulo AOB, ou

seja,%-nﬁz - 9v3 =3(¢4n - 343).



